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Diferenca entre interpolacdo e
ajuste de curvas

Clarimar, Departamento de Computag3o



Interpolacao

@ A variagdo das leituras de uma varidvel ou fatores externos
aos experimentos podem muitas vezes levar a interpolacao a
gerar um polindmio de grau elevado para modelar sistemas
que na verdade s3o lineares ou de grau bem mais baixo
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O ajuste de curvas

@ Nestes casos devemos usar o ajuste de curvas para determinar
o melhor polindmio de grau mais baixo que se encaixe nos
dados apresentados
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Na interpolacdo

@ O polindmio gerado passa por todos os pontos da tabela
utilizada no cdlculo, com um polinémio de grau (n — 1)
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No ajuste de curvas

@ O polindmio gerado passa pelo melhor caminho entre os
pontos da tabela, e ndo sobre eles

@ O ajuste de curvas normalmente utiliza polinémios de grau
menor
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Tipos de relacdo entre variaveis
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Relac3o entre variaveis

@ As relagdes entre as varidveis envolvidas em um experimento
podem ser classificadas em trés tipos
@ Deterministicas
@ Semideterministicas
o Empiricas
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Relacoes deterministicas

@ As varidveis estdo relacionadas entre si por algum tipo de lei
que pode ser expressa por meio de uma férmula matematica

saldo = saldo_inicial x (1 + juros)™®

@ Qualquer variacdo nas observacdes é atribuida a erros
experimentais
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Relacoes semideterministicas

@ Existe uma expressdo matematica que relaciona as variaveis

@ Mas nem todos os seus pardmetros sio conhecidos e preciso
estima-los
@ A concentracdo de uma substancia depois de um tempo t
depende de uma constante de velocidade da reacdo especifica
k, obtida experimentalmente

c=ce M
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Relacoes empiricas

@ Em muitas outras situacdes, a relacdo entre as varidveis é
desconhecida
@ Procura-se entdo expressar uma possivel relagdo entre elas
através da determinacdo de uma equagdo que melhor se ajuste
aos pontos experimentais
@ A relag3o entre a produtividade na agricultura e a quantidade
de adubo utilizada na lavoura
@ Existem diversos fatores que podem contribuir para a
produtividade, mas temos interesse em somente um deles
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Anilise de regressao

@ Estimativa de pardmetros, andlise de variancia e de residuos,
testes de hipdtese

@ Formulagdo de modelos matemdaticos que descrevem as
relacdes entre varidveis

@ Uso destes modelos com o propdsito de predicdo e outras
inferéncias estatisticas

@ A andlise de regressdo é estudada na estatistica

@ Nesse curso, vamos estudar apenas a determinacdo de
parametros de modelos semideterministicos
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Regressdo linear simples (RLS)
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RLS

@ A relacdo mais simples entre duas varidveis sido as relacoes
lineares

@ A varidvel independente ou explicativa x é relacionada com a
varidvel dependente ou resposta y através de um modelo linear

y = bg + bi1x
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Diagrama de dispersao

@ Um passo importante antes de analisar a relacdo entre duas
varidveis e o esbogo dos dados em um grafico de
cooredenadas cartesianas chamado diagrama de dispersdo

x|03 27 45 59 738
y|118 19 31 39 33

@ O diagrama de dispersdo mostra uma relacdo quase linear

entre as varidveis explicativas x e as respostas y
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Retas de regressao

@ Um modelo simples que relaciona duas variadveis x e y é

y = PBo+ Pix+e

@ onde By e 1 sdo os pardmetros a serem estimados e € é o
erro aleatério do modelo

@ Nosso problema é calcular os estimadores de 59 e S1, by e by
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Modelo 1 - primeira tentativa

@ Vamos tentar usando um polindmio interpolador de grau 1

@ O diagrama de dispersdo mostra que n3o é possivel tracar uma
reta (nica que passe por todos os pontos simultaneamente

@ Entdo, a reta deve ser esbocada a partir pontos, por exemplo
0 primeiro e o ultimo

x| 03 7.8
L1'8 3.3
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Equacdo da reta

@ A equagdo da reta u(x) que passa por estes dois pontos,

usando
yYi—Yo

X1 — X0

Pi(x) = yo + (x — xo)

u(x) = yo + = (x — x0)

—_

8+ 33-38(x - 03)
=1.8+0.2(x —0.3)

— u(x) =1.74 + 0.2x
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Ajustes lineares

u,=1.74+0.2x,

a4

B !

LH H

[H H

¥ i
................................. .-?. =- -

(a) modelo 1: u = 1,74 + 0,22.
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Distancia do /-ésmimo ponoto

@ Na Figura (a) anterior a reta u = 1.74 4 0.2x tragada entre os
pontos do diagrama de dispersao

@ A distancia vertical d; entre o i—ésimo ponto dado y; e o
ponto u; = 1.74 4+ 0.32x; de mesma abscissa x; e pertecentes

areta é
di = yi — uj
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Qualidade do modelo

@ Uma maneira de verificar a qualidade do ajuste é pelo calculo
de todas as n distancias verticais de y; aos pontos da reta
u;i = 1.74 4 0.42x para valores positivos de d;

n n

D(bo,b1) =Y (vi—ui)> =Y (vi — bo — b1)* = Z df

i=1 i=1
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Resultado do ajuste pelo modelo 1

D(1.74;0.2) =

5

> (yi — 1.74 = 0.2x)°

i=1

Xi

Vi uj d;

i

1 03
2 27
3 45
4 59
5 738

1.8 1.80 0.00
19 228 -0.38
31 264 046
39 292 0.98
33 330 0.00

e D(1.74;0.2) = 1.3164

Clarimar, Departamento de Computacio

Aula 12, Ajuste de Curvas

22/52



Modelo 2 - segunda tentativa

@ Vamos tracar a reta por dois pontos quaisquer, que nao
pertencem necessdriamente, ao diagrama de dispersao

@ Vamos escolher os dois pontos

"x]2 6
yl2 3
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A reta

u(x) = yo + 3= (x — x0)

‘w

=2+ 32(x - 2)

[e)]

=2+ 0.25(x — 2)

— u(x) = 1.5+ 0.25x
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Ajustes lineares

@ A Figura mostra a reta u(x) = 1.5 4 0.25x esbogada no
diagrama de dispersdo

e ria rodls 2

a 1 2 3 A 5 a T L}

(b) medele 2: u=1.5+0.25x
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Resultados do ajuste pelo modelo 2

e D(1.5;0.25) = 1.2300 < D(1.74;0.2) = 1.3164
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XY uj d;
1 03 18 1575 0.225
2 27 19 2175 -0.275
3 45 3.1 2625 0475
4 59 39 2975 0.925
5 7.8 3.3 3.450 -0.150
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Métodos dos quadrados
minimos
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Métodos dos quadrados minimos

@ As Tabelas dos resultados anteriores mostra que a qualidade
do ajuste depende da equacdo da reta escolhida

@ O fato da reta n3o passar por dois pontos entre aqueles do
diagrama de dispersao produz um resultado melhor

@ Por onde deve passar a reta de modo a obter o menor valor do
desvio D
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Estimativa

@ O métodos dos quadrados minimos consiste em encontrar
uma estimativa da reta

u= P+ P1x

@ De modo a produzir o menor valor possivel do desvio

n n

D(Bo, 1) = Y (vi— ui)’ = > (vi — Bo — Bixi)’

i=1 i=1

@ Com as derivadas parciais

8D(8ﬁ0,51 _ Z ~ B — Buxi)

8D(aﬁo, 51) 9 Z — Bo — Bixi)xi
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Estimadores de (3

@ Os valores para os quais a fun¢do D(f, 51) possui um
minimo sdo aquelas onde as derivadas parciais se anulam

s Se D(byg, b1) for o ponto minimo de D(fo, 51)

—22()/,' — bo — b1X,') =0— Zbo +Zb1X,' = Zy,-
i=1 i=1 i=1 i=1

n

—2) (yi—bo— bixi)xi =0 — z”: boxi + z": bixf = zn:xi)/i
i—1

i=1 i=1 i=1
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Forma matricial

@ Escrevendo na forma matricial e trocando a notagdo >/ ;

para >

Sosilal-lss] e

Clarimar, Departamento de Computacio Aula 12, Ajuste de Curvas 31/52



Finalmente os estimadores de [

@ Os valores de D(fp, 1) apresenta um minimo e é obtido pelo
sistema linear (1) que denominado de equa¢des normais

@ Usando operacgdes elementares, obtemos o sistema linear
equivalente

g —%(Z%:);ZFZX,? } [ 2(1) ] N [ ;%infowax,-y;

@ Cuja solucdo é

SRR o
b — Syi—bi>x
g = Y1 P12

n
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Exemplo 1

@ Calcular a reta de quadrados minimos usando os dados da
Tabela

Xj Yi X,-2 XjYi )/,-2
0.3 1.8 0.09 054 324
2.7 1.9 729 513 361
4.5 3.1 20.25 1395 9.61
59 39 3481 2301 15.21
78 33 6084 2574 10.58

> 212 140 12328 68.37 42.56

BN~

by = LML Yi=n3 Xyi _ 21.2x14.0-5x68.37
(> xi)2—n> x? (21.2)2—5x123.28

— by = 0.2698

P — . 140-02 21.2
by = 22Y nblzxz 0 05698X s by = 1.6560
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Resultado do ajuste por quadrados minimos

e D(1.6560;0.2698)=0.9289

Clarimar, Departamento de Computacio

XY uj d;
1 03 1.8 1.7369 0.0631
2 27 19 23845 -0.4845
3 45 3.1 28701 0.2299
4 59 39 32478 0.6522
5 7.8 3.3 3.7604 -0.4604
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Ajuste de quadrados minimos u = 1.6560 + 0.2698x

AE s N L LI B e -a— -------- -c!p. -------- ] I ---------------
i : : ! E H -
o L * a - 5 L] T £
¥
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Comparacao entre os modelos

@ Considerando
D(1.6560; 0.2698) = 0.9280 <D(1.5;0.25) = 1.2300 <
D(1.74;0.2) = 1.3164

@ O ajuste de quadrados minimos é o melhor dos trés modelos
propostos por que tem o menor desvio D
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Qualidade do ajuste

Clarimar, Departamento de Computag3o Aula 12, Ajuste de Curvas 37/52



Parametros

@ Vamos estudar dois pardmetros para verificar a qualidade do
ajuste da regressao linear

o Coeficiente de terminacio R?
o Variancia residual o
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Coeficiente de determinacao

o Seja
vi—y=i—u)+(ui—y)

@ A expressao para o i—ésimo ponto, onde

R NEN
uj=bo+bixjey=— (Z)ﬁ)
i1

@ Tomando o quadrado em ambos os termos da igualdade,
temos

i —9)? = (i — u)* + (ui = ¥)* + 2(yi — uj)(ui — 7)
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Coeficiente de determinacao, cont.

@ Calculando o somatério para i =1,2,...,n, obtemos

S iy =D (i u)+> (=942 (vi—ui)(ui—y)
i—1 i=1 i—1 i—1
(3)
@ Logo,

Yo yi —ui)yi = ¥) = 2oiy di(bo + bixi — ) —
Srayi—u)yi—y)=(bo—7) X di+ b1 >, Xidf(4)
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Coeficiente de determinacao, cont.

@ Por outro lado

D di=Y (vi—bo—bixi))=> yi—nbo—b1 Y X
i=1 i—1 i—1

i=1

@ A partir da expressdo de by da Equagdo (2)

Z":d,-:o (5)

@ Isto é, a soma dos desvios obtidos por quadrados minimos e
zero
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Coeficiente de determinacao, cont.

@ Adicionalmente,

n

indi = Z(Xi()/i — by — b1x;)) = Z(XiYi — box; — b1x?)
i—1

i=1 i=1
@ Substituindo o valor de by dado em (2), temos

Siadi = Sy xivi — & (Clyvi = b X0 xi) Sy xi — b o X

=1 (" Sy i — Sy % e vi + b (g %) — nby X,Z) -
Sy xidi = 1 (” Sy xivi = Xy Xi iy vi + by ((Z,’-’zl xi)? —nhy X,Z))
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Coeficiente de determinacao, cont.

@ A partir do valor de b; em (2)

zn: X,'d,' =0
i=1

@ Substituindo (5) e (6) em (4), temos

n

> (vi—u)(ui—y)=0

i=1
@ Logo, (3) torna-se

n n n

D=2 =) (vi—uw)+ Z(Ui -y)?

i=1 i=1
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@ Onde

n

Z( yi— )7)2 = SQTot (soma de quadrados total)
i=1

Z( Vi — u,-)2 = SQRes (soma de quadrados residual)

Z(u;—)'/)2 = SQReg (soma de quadrados devido a regressao)
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Calculo do R?

@ Uma maneira de avaliar a qualidade do ajuste do modelo
u = by 4+ bix aos dados é tomando a razdo entre SQReg e

SQTot
B SQRes
SQTot

_ SQReg  SQTot — SQRes >
= SQt ~ sQrer 71

R2

@ R? é denominado coeficiente de determinacdo 0 < R®> <1

@ Quanto mais préximo de 1 melhor € o ajuste
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Proporcao da variacao total

o Considerando que

n

D(bo.by) = (yi—u)? = d? (7)
i=1

i=1

S —y)? =2l 2y yi2+ ny* —
Sl =y =y - 5 ()
@ Entao
- D(b07 bl)
Sy (i)
@ R? é a proporcio da variacdo total dos dados em torno da
média y que é explicada pelo modelo de regressao

R2=1

(8)
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Exercicio 1

@ Calcular a reta de quadrados minimos a partir dos dados da
tabela
x 12 25 30 41 62 71 88 95
y 68 6.1 99 97 121 179 180 215
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Variancia residual
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Variancia residual

@ Pardmetro importante para medir a qualidade do ajuste é a
variancia residual o2 defenida por

> _ D(Bo, $1)
o= S 9)

@ onde D(bg, by) é dado por (7), n é o nimero de pontos e p é
o nimero de pardmetros estimados

@ No caso da regressao linear simples
u=bg+ b1x

@ Temos que p =2
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Efeito de mais parametros

@ Tanto o numerador quanto o denominador de (9) vdo diminuir
se forem introduzidos mais pardmetros no modelo

@ Porém, a reducio global de 02 define se mais parametros
devem ou nao ser incorporados ao modelo
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Exemplo 2

@ Calcular o coeficiente de determinacdo e a variancia residual,
usando os dados das tabelas
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i X Yi X2 Xy y?
1 0.3 1.8 0.09 0.54 3.24
2 2.7 1.9 7.29 5.13 3.61
3 4.5 3.1 20.25 13.95 9.61
4 5.9 3.9 3481 23.01 15.21
5 7.8 3.3 60.84 25.74 10.58
E 21.2 14.0 123.28 68.37 42.56

S R uj d;

1 03 18 1.7369 0.0631

2 27 19 23845 -0.4845

3 45 3.1 28701 0.2299

4 59 39 32478 0.6522

5 7.8 3.3 3.7604 -0.4604
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Solucdo

0.9289
R?=1- R? = 0,7235
4256 — (11.0)2/5 ’

@ A variancia residual é

0% = 059%829 — o2 =0,3096
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