SUPERFICIES QUADRICAS

DEFINICAO

Da-se o nome de superficie quddrica ou simplesmente quddrica ao grafico de uma
equacao do segundo grau, nas variaveis x, y e z, da forma:

Ax*+ By?+ Cz?*+ Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz + K = 0, que mediante uma rota¢do
ou translacdo de eixos, ou até mesmo através dos dois movimentos simultaneamente, se
transforma em um dos dois tipos de equacgdes:

1) Ax?>+ By*+ Cz*> =D

2) Ax*+ By*+ 1z = 0

SUPERFICIES DE REVOLUGAO

DEFINICAO

Superficie de revolugdo é a superficie gerada pela rotacdo ou revolucdo de uma curva
plana ou cénica em torno de um de seus eixos ou em torno de uma reta fixa pertencente ao
plano da curva plana ou conica.

A reta fixa ou eixo em torno da(o) qual rotacionou a curva plana ou cénica é denominada
de eixo da superficie e a curva plana ou coOnica é a geratriz.

Exemplo: Obtenha uma equacao e faga o esbogo do grafico da superficie gerada pela rotacao da
conica x? — 4z? = 16 eidentifique a superficie em cada caso.

a) em torno do eixo dos x

b) em torno do eixo dos z

SOLUCAO
x? z? ) )
x?— 4z% = 16 ou E — : = 1 é uma hipérbole, onde

a’? = 16 eb? = 4 =a=4eb-=2

Portanto, x2 — 4z?> = 16 é uma hipérbole de eixo transverso ou real sobre (paralelo) o eixo
das abscissas (eixo dos x) e eixo conjugado ou imaginario sobre (paralelo) o eixo das cotas (eixo
dos z).



a) rotagdo em torno do eixo dos x

Seja Q(x, 0, z;) um ponto pertencente a hipérbole x> — 4z2 = 16

x%2-16
Logo, x? — 4z,* = 16 = x*— 16 = 4z,° = le = 4 (1)

Ao girar a curva (hipérbole) em torno do eixo dos x, o ponto Q(x, 0, z;) descreverd uma

circunferéncia cujo centro é o ponto R(x, O, 0).

Sendo P(x, y, z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da

circunferéncia.

Assim, PR =/(x =02+ (y — 002+ (z—0)2 =/(x =02+ (0—0)2 + (z; — 0)2 = QR

yz + z%2 = le (an () em (II), vem:

x%-16 ) ) )
= 4y’ + 4z = x*— 16 = x*— 4y?— 472 = 16

y2 + z% =

A superficie € uma hiperboloide de revolugdo de 2 folhas.
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b) rotagdo em torno do eixo dos z

Seja Q(x;, 0, z) um ponto pertencente & hipérbole x? — 4z2 = 16.
2 2 _ 2 2 _ 2 _ 2
logo, x;“ — 4z =16 = x;°— 4z° =16 > X1~ = 16+4Z.(I)

Ao girar a curva (hipérbole) em torno do eixo dos z, o ponto Q(x;, 0, z) descreverd uma
circunferéncia cujo centro é o ponto R(0, 0, z).

Sendo P(x, y, z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da
circunferéncia.

PR=\{(x=02+ @ -02+z-2? =/ - 0%+ (0-0?%+(z-2? = QR
wox? 4 yz = X12 (1I) (1) em (II), vem: x*+ y? = 16 + 422 =
x’+y?— 422 = 16 = x*+ y>— 42> = 16
A superficie é uma hiperboloide de revolugéo de 1 folha.

NOTA:

Na equacdo de uma hiperboloide, a quantidade de sinais negativos (-) existentes na equacao
indica o nimero de folhas da superficie, ou seja: 1 sinal (-) = 1 folha; 2 sinais ) = 2
folhas.

=1 6_4k’l (Z=k)
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DEFINICAO
HIPERBOLOIDE CIRCULAR OU DE REVOLUCAO ¢é a superficie gerada pela rotacdo (ou
2 2
. X y . .
revolucdao) de uma hipérbole da forma ; — ﬁ = 1 em torno de um de seus eixos, eixo

transverso ou eixo conjugado, ou em torno de um dos eixos coordenados.

Exemplo: Obtenha a equacdo e faga o esbog¢o do grafico da superficie gerada pela revolugdo da

2 2
X
hipérbole E — % = 1 em torno do eixo das abscissas (eixo dos x).
SOLUCAO
2 2 2 2
: e X yo o _ XT_oyT
Seja Q(x, y1, 0) um ponto pertencente a h|perbole; - = = 1. Logo, 72 bz 1
2 2 2_ .2
X _ Y1 2 2 xX“—a
= =2~ 1= 37 =»n" =b(—F) D

Ao girar a curva (hipérbole) em torno do eixo dos x, o ponto Q(x, y;, 0) descreverd uma
circunferéncia cujo centro é o ponto R(x, 0, 0).

Sendo P(x, y, z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da
circunferéncia.

PR=yJ(x—x)2+ @y —-0)2+(z-0)2 =J(x—x)2+@;—02+(0-0)2 = Q

sy 4zt = oy ? D).

(1) em (1), vem: yz + z% = bz(xZ;aZ) -2+ =_1

2
z
pr) — ) — b2 = 1 Equacéo da Hiperboloide de Revolugéo de 2 folhas (dois sinais (-)), com

eixo de rotagdo sobre o eixo dos x.

B 32 y?2 72
OBSERVACAO: A equagao ; - ﬁ — c_2 =1 , coma #b #c, representa uma

hiperboloide eliptica (ndo de revolucao) de 2 folhas, com eixo sobre o eixo dos x.

2 2
X
A equagéo; — ﬁ — c_2 = 1, com a # b # c, representa uma hiperboloide eliptica (ndo

de revolucdo) de 2 folhas, com eixo sobre o eixo dos y.
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Exemplo: Obtenha a equacgado e faca o esbocgo do grafico da superficie gerada pela revolugao da

2 2
X
hipérbole ; — % = 1 em torno do eixo das ordenadas (eixo dos y).
SOLUCAO
2 2 2 2
X X
Seja Q(x4, y, 0) um ponto pertencente a hipérboleﬁ — ;]—2 = 1. Logo,a—l2 — Z_Z =1
2 2 24 4,2
kB Y- 2 _ 20b7HY7
= a2—1+ 7 = X = a“( = ) (D).

Ao girar a curva (hipérbole) em torno do eixo dos y, o ponto Q(x;, ¥, 0) descrevera uma
circunferéncia cujo centro é o ponto R(0, y, 0).

Sendo P(x, y, z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da
circunferéncia.

PR=yJ(x-002+ (@ -¥)?2+(z—-0)2 =/(x;— 02+ (y—y)?2+(0—-0)2 = QR

Lx? 4z = x? (D).




(1) em (I1), vem: x?+ z% = az(

2 2 2
X z
; — 2]—2 + z = 1. Equacgdo da Hiperboloide de Revolugdo de 1 folha (um sinal (-)), com
eixo de rotagdo sobre o eixo dos y.

2 2

x*  y*, z . R
+ c_z = 1, com a # b # c, representa uma hiperboloide eliptica (ndo

A equacao z — ﬁ

de revoluc¢do) de 1 folha, com eixo sobre o eixo dos y.




NOTA:
Na equacgdo da Superficie Hiperbdlica, o termo com sinal diferente dos outros dois termos indica
o eixo de rotacado da superficie.

DEFINICAO

ELIPSOIDE CIRCULAR OU DE REVOLUCAO é a superficie gerada pela rotacdo ou revolugdo
da elipse em torno de um de seus eixos, normalmente em torno do eixo maior.

Exemplo: Obtenha a equacdo e faca o esboco do grafico da superficie gerada pela revolucao da
2 2

y
P + oz = 1 em torno do eixo dos x (eixo das abscissas).

) X
elipse




SOLUCAO
2 2 2 2
. AT X yoo_ X~ Vi~ _
Seja Q(x, y;, 0) um ponto pertencente a elipse ; + b_2 = 1. Logo, 22 + _bz =1
2 2 2_ .2
X _ Y1 2 2 a“—Xx
= 1—; = _bz = yl = b ( 22 ) (1)

Ao girar a curva (elipse) em torno do eixo dos x, o ponto Q(x, y;, 0) descreverd uma
circunferéncia cujo centro é o ponto R(x, 0, 0).

Sendo P(x, y, z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da
circunferéncia.

PR=y(x-x)2+@Hy—-02+(z-02 =y/(x—x)2+(;—0)2+(0-0)2 = Q
oyt 4z = oy (D).

a?-x

(1) em (I1), vem: y2 + z% = bz(

2 2 2
y

X zZ
§+—+b—2=1.

Equacgdo da Elipsoide de Revolugdo ou Circular de eixo de rotagdo sobre o eixo dos x.

2 2 2
Yy

z
NOTA: A equacdo ; + ﬁ == c_z = 1, com a # b # c, representa uma elipsoide eliptica

(ndo de revolugao), com eixo sobre o eixo dos x.
2 2 2

z
Quandoa = b = c,aequagio —5 + =5 + —2=1ou x2+ y2+ z2=a
a a a

2

representa uma superficie esférica.

DEFINICAO

PARABOLOIDE CIRCULAR OU DE REVOLUGAO é a superficie gerada pela rotagdo ou
revolugao de uma pardbola em torno do seu eixo de simetria.

Exemplo: Obtenha a equagdo e faga o esbogo do grafico da superficie gerada pela revolugdo da
parabola ax? = by em torno do eixo dos y (eixo das ordenadas).

SOLUCAO

Seja Q(x;, ¥, 0) um ponto pertencente & parabola ax? = by .



b
Logo, ax;? =by = X12 = %(I)

Ao girar a curva (pardbola) em torno do eixo dos y, o ponto Q(x4, y, 0) descreverd uma
circunferéncia cujo centro é o ponto R(0, y, 0).
Sendo P(x, y, z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da

circunferéncia.

PR=y(x—-02+@y—y)2+(z—-0)2 =(x; —0)2+ (y—y)2+(0-0)2 = QR
2
x4z = xq? (D)
2 2 _ by | 2 2 _
(1) em (II), vem: x= + z* = — ~oax+ az® = by.
Equagdo da Paraboloide de Revolugéo ou Circular de eixo de rotagdo sobre o eixo dos y.

NOTA: A equacdo axz + CZ2 = by, com a # c, representa uma paraboloide eliptica
(ndo de revolucdo), com eixo sobre o eixo dos y.

o ¥
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DEFINICAO

PARABOLOIDE HIPERBOLICO ou SELA é a superficie ou lugar geométrico de uma equacgdo
da forma ax? — bz? = ¢y, comc > 0.

A secdo por um plano y = k (k > 0), é a hipérbole ax* — bz? = ck, cujos eixos
transverso e conjugado sdao paralelos aos eixos das abscissas (eixo dos x) e das ordenadas (eixo
dosy).

A secdo por um plano x = k, s3o parabolas de equacdes cy = —bz? + ak?
A secdo por um plano z = k, sdo parabolas de equagdes cy = ax? — bk?
A se¢do por um plano x = 0, é a parabola de equagdo cy = —bz?

A sec3o por um plano y = 0, é o par de retas de equacbes Va.x = +Vb.z

A secdo por um plano z = 0, é a pardbola de equacio cy = ax?

DEFINICAO

SUPERFICIE CONICA ou simplesmente CONE é a superficie gerada por uma reta que gira
em torno de um dos eixos coordenados, passando sempre por um mesmo ponto, denominado
de vértice da superficie conica.

Exemplo: Obtenha a equacdo e faca o esboco do grafico da superficie gerada pela revolucdo da
reta (r): ax + by + ¢ = 0 em torno do eixo dos y (eixo das ordenadas).
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SOLUCAO

Seja Q(x1, y, 0) um ponto pertencente a reta ax + by + c = 0. Desta forma, ax; + by +
by +c

c=0 = x; = — ya )

Ao girar a curva (reta) em torno do eixo dos y, o ponto Q(x;, y, 0) descrevera uma
circunferéncia cujo centro é o ponto R(0, y, 0).

Sendo P(x, y, z) um ponto genérico dessa circunferéncia, tem-se que PR = QR = raio da
circunferéncia.

PR=yJ(x=02+ =7+ =02 =0 -0+ -y?+(0-0?2 = QR

2
xl4+ z2=x 2 (UD. (D) em (D), vem: x*+ z% = (— bya+c)
a’x?>+ a?z? = (by +¢)? = a’x®> +a?z> — (by +¢)* =0

Equagdo da Superficie Cénica de Revolugéo ou Circular

Q(Xll Y, 0)

ax+by+c=0
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NOTA:

A equagdo ax? + bz? — Cyz = 0, coma # b, representa uma superficie cénica (ou
simplesmente cone) ndo de revolucdo, ou seja, uma superficie cénica eliptica com vértice na
origem O(0, 0, 0).

DEFINICAO

SUPERFICIE CILINDRICA, ou simplesmente CILINDRO, é a superficie gerada por uma reta
movel que se desloca ao longo de uma curva plana ou cénica mantendo-se paralelamente a uma
reta fixa ndo pertencente ao plano da curva plana ou conica. A curva plana ou cobnica é
denominada diretriz da superficie cilindrica e a reta mével é chamada de geratriz da superficie.

Normalmente a reta fixa (e a geratriz) é perpendicular ao plano da curva plana ou cbnica
e, neste caso, a equacdo da superficie cilindrica (ou cilindro) é a mesma equacao da curva plana
ou cOnica.

Exemplo: Discuta, identifique e esboce o grafico de cada uma das superficies seguintes:

a) 4x%2— z2 = 16

b) 4x% + z? = 16

c) 4x*>+ z = 2

d) 4x*+ y*+ z=2

SOLUCOES
x? z?
a) 4x2—z2 =16ou—— — = 1 (a®>=4eb?>=16 ~a=2e b =4
4 16
Discussdo: A equacdo 4x?— z? = 16 representa, no plano, uma hipérbole com eixo

transverso ou real sobre o eixo dos x e eixo conjugado ou imagindrio sobre o eixo dos z.
Portanto, no espaco, representa uma superficie cilindrica hiperbdlica, uma vez que a equacao da
superficie cilindrica é a mesma equacao da curva plana ou cénica (diretriz).
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b)4x? + z2 = 16 ou - + o = 1 @2=16eb%2=4 ~a=4e b=2)

16 representa, no plano, uma elipse com eixo maior sobre

Discussdo: A equacdo 4x2 + z? =
o eixo dos z e eixo menor sobre o eixo dos x. Portanto, no espaco, representa uma superficie

cilindrica eliptica (cilindro eliptico), uma vez que a equacdo da superficie cilindrica é a mesma

equacdo da curva plana ou cOnica (diretriz).

Sz g
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c) 4x2+ z = 2

Discussdo: A equacdo 4x% + z = 2 representa, no plano, uma parabola com eixo de simetria
sobre o eixo dos z. Portanto, no espaco, representa uma superficie cilindrica parabdlica (cilindro
parabdlico), uma vez que a equacdo da superficie cilindrica € a mesma equac¢do da curva plana
ou conica (diretriz).
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d)4x?+ y2+ z=2
Discussao:
1)Sex=0,tem-sey>+ z=2 ou z = —y? + 2, que representa uma pardbola no plano y0z.
2)Sey =0, tem-se 4x2 + z =2o0uz = —4x? + 2, que representa uma parabola no plano x0z.

3)Sez=0, tem-se 4x? + y2 = 2, que representa uma elipse no plano x0y.
4)Se x =k, tem-se 4k?> + y>+ z=2 ou z= —y? + 2 — 4k?, que representa uma parabola.
5) Sey =k tem-se 4x?> + k?+ z=2 ou z= —4x?+ 2 — k?, que representa uma parabola.

6) Se z =k, tem-se 4x%2 + y? + k =2 ou 4x% + y? = 2 — k, que representa uma elipse, desde
que2—-k= 0.
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Assim, a superficie é uma paraboldide eliptica (ndo de revolug¢do), com eixo sobre o eixo dos z.
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