Sistemass lineares

Aula 6 — Transformada de Laplace




Transformada inversa de laplace

®» Transformada Inversa de Laplace

» X(s) e RDC = x(t) Unica

» Metddos

» |nversdo pela Definicdo

® |nversdo pela Expansdo em Fracoes Parciais

» Polos de Primeira Ordem — polos distintos

» Polos de n-ésima Ordem — polos repetidos




Inversa pela definicao

» Formula Geral da Transformada Inversa de Laplace :

1
x(t) = 2 7 X(s)eStds

®» que € uma integral de contorno no plano complexo s

» A solucdo desta intfegral pode ser obtida pelo Teorema de Residuo
de Cauchy

» Embora esta formula calcule a Transformada Inversa de Laplace,
na pratica usa-se procedimentos mais simples de busca em
tabelas, para transformadas na forma racional



nversa pela expansdo em fracoes
parciais

» Uma transformada de Laplace é dita racional se ela € uma razdo de polindmios em s:
N(s S—271)..(s—z
Xy 2 N® _ =7 (5~ zm)
D(s)  (s—p1)-.(s—pn)
» Se X(s) for funcdo racional propria (m < n), entdo ela pode ser invertida usando a
expansdo em fracoes parciais.

» Polos simples (distintos):

X(s) = k (s=2z) . (5—2Zp) Cn

(s—p)-(5—pn) s—p S — Pn

Os coeficientes sdo dados por:
¢i = (s —pi) X(s)

S=p;




nversa pela expansdo em fracoes
parciais

» Uma transformada de Laplace é dita racional se ela € uma razdo de polindmios em s:
N(s S—271)...(s—z
¥ 2 VO _ =) (5= 7m)
D(s) ~ (s—p1)..(s—pn)
» Se X(s) for funcdo racional propria (m < n), entdo ela pode ser invertida usando a
expansdo em fracoes parciais.

» Polos multiplos (repetidos):
=z (5—2zp) (s—2) . (5—2Zm) kg ko
MO (s—p)..(s—p1) (s —py)" Cs—py i (s —pn)"

Os coeficientes sao dados por:
1 dt
ki =73 [(s —p)" X(s)]

(! S=pi




Exemplos

» [Exemplo 1:

X(s) = ==t re(s) > -1
> 24+ 45+ 3’ ew
Resolucdo:
2s +4 C c
X(S)= 1 2

= +
s24+4s+3 s+1 s+3

25 +4
c1=(s+1)X(s)|S__1= p— =1
N s=-1
2s +4
Cy = (S+3)X(S)|S__3 =<1 = 1l
B =-3
P TS
(S)_s+1 s+3

Como a RDC € Re(s) > —1, entdo a x(t) € unilateral direito:

x(t) = e tu(t) + e 3tu(t)




Exemplos

» Exemplo 2:

25+ 4

X(s) = 5———,
(s) s24+4s+3

Re(s) < -3

Resolucdo:
2s +4 Cq Cy

X(s) = — +
(s) s2+4s+3 s+1 s+3

25+ 4
cl=(s+1)X(s)|S_ =573 =1
- s=-1
25+ 4
c2=(s+3)X(s)|S_ LSS = 1l
- .
X(s) = + ! S
(S)_s+1 s+ 3

Como a RDC € Re(s) < —3, entdo a x(t) € unilateral esquerdo:

x(t) = —e tu(—t) — e 3tu(—t)




Exemplos

» Exemplo 3:

2s +4
X(s)=———,-3<R -1
() s?2+4s+3 S HEE) <
Resolucdo:
2s +4 Cq Cy
X(S)_SZ+4S+3_S+1+S+3
2s + 4
c1=(s+1)X(5)|S_1=S_I_3 =1
__ s=—1
2s +4
CZ:(S+3)X(S)|S—3:s+1 =1
T =-3
et L
(S)_s+1 s+ 3

Como a RDC € Re(s) < —3, entdo a x(t) é bilateral:

x(t) = —e tu(—t) + e 3tu(t)



Exemplos

» FExemplo 4:

X(s) = s?+2s+5 Re(s) > 3
VT GHDNE 5 Y
Resolucdo:
Xy =Gy e 2 1 10
T S+3 s5+5 (s+5)2 s+3 s+5 (s+5)2
(s+3)X | _s*+25+5 .
A O N AN .
.

ko = (s +5)%2X(s) =-10

S=—

k—d (s +5)2X | _d s24+2s+5
1_ds[s (S)]s=—5_ds s+ 3

Como a RDC € Re(s)>-3, x(t) € unilateral direito:

x(t) = 2e73t(t) — e~ >tu(t) — 10te>tu(t)



Funcdo de Transferéncia

» Funcdo de Transferéncia, ou Funcdo Sistema, € definida como a
Transformada de Laplace da Resposta Impulsiva de um SLIT;

y(t) = x(t) * h(£) S Y(s) = X()H(s)

Y(s)
X(s)

X(s) H(s) Y(s)

H(s) =




Funcao de Transferencia

» Algumas propriedades dos SLIT's podem ser associadas as caracteristicas de
H(s) no plano s:

» Causalidade: a RDC deve ser aregido a direita de todos os polos
» Estabilidade: a RDC deve conter o eixo vertical s = jw
w» Sistemas causais e estaveis:

» Todos os polos da funcdo de fransferéncia destes sitemas devem estar no semi-plano
esquerdo do plano s (todos com partes reais negativas) e a RDC deve conter o eixo
vertical

Re(s) > 0,4y
O-méx <0

A RDC deve ser especificada pelas condicoes complementares do sistema, como
estabilidade ou causalidade.



Funcao de Transferencia

» Relembrando:

» Fquacdo diferencial geral que descreve um sistema:

d"y(t)
dtN

»  Apli

dV"1y(t) dy(t) d"x(t) d"=1x(t) dx(t)
Rt Ay — o — ayy(t) = by-um g T ON-Mi1 gy Tt by—1 T byx(t)

ando a Transformada de Laplace e considerando as condicoes iniciais nulas:

sNY(s) + a;sVNTY () + -+ ayY(s) = by_ysVX(s) + by_p—1SMIX(S) + -+ + by X(s)

Y(S) . bN_MSN + bN_M_lsM_l SIS bN

H(s) = X(s) sV +a;sVN=1+ .- +ay
N k
Y(s) Zbks
(5) = ) = k=t
X (s) Zaksk
k=0




Exemplos

» EFxemplo 5: Circuito RC
» Entrada: x(t) = vg(t)
» Saida: y(t) = v,.(t)
dy(t) 1

at Tre”

Aplicando Laplace:

sY(s) + R_lC Y(s) = %X(s)

1
() = p=%(®

Y(s)  1/RC
X(s) s+1/RC

H(s) =
Aplicando inversa:

1
a —t/RC
h(t) T e u(t)

i(t)

+
Ve(t=




Exemplos

» Exemplo 6: Circuito RLC

®» UsandoL=1H,R=3Qe C=0,5F, determine a funcdo de
transferéncia do circuito considerando v (t) como sinal de entrada e
v.(t) como sinal de saida.

» Pode-se realizar a andlise do circuito no dominio da frequécia

fazendo as consideracoes:

v(t) V(s)

(1) s) . R
R R Ac®) Vs
L sL -
C 1/sC




Exemplos

» Exemplo 6. Circuito RLC

®» UsandoL=1H,R=3Qe C=0,5F, determine a funcdo de
transferéncia do circuito considerando v (t) como sinal de
entrada e v.(t) como sinal de saida.

1 i(t)

— =
v(s) =—3C  x(s) VVV
R + sL + E R
+
. ) Ac®) (0
_Ye) _ 5
9 7x6 R+sL+-p
1 1/LC 2

H(s) =

2 = )
SRC + s2LC + 1 52+sR+1/LC s2+3s+2

L




Teoremas do Valores Inicial e Final

» |ndicam os comportamentos inicial f(0%) e final f(w) de um circuito a
partir da Transformada de Laplace, sem que seja necessdario calcular sua
inversa:.

Valor Inicial: 1lim f(¢) =lims. F(s)

t—{0 5300

Valor Final : lim f(¢) =lims. F(s)

{—>o0 5—0

» Teo. V. Inicial: pressupde que f(t) ndo contém nenhuma funcdo impulso

» Teo. V. Final: todos os podlos de F(s) estejam no semi-plano esquerdo




Exemplo

» Exemplo 7. Determine os valores inicial e final de um sinal x(t) cuja transformada
de Laplace unilateral seja:

X(s) = 2510
> s(s+2)
» Solucdo: aplicando o T.V.Inicial
75 + 10
0%t) = 1i — =
x(07) = lim s 32

O T.V.Final € aplicavel, pois os polos de X(s) estdo todos do lado esquerdo de s

( I 7s + 10 .
OO — ——— pr—
x(0) = lims o
®» Pode ser verificado, fazendo:

7s + 10

X(s) = - - x(t) = 5u(t) + 2e*tu(t)

(s+2)



